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Berechnung der Matrixelemente des Retardierungsfaktors
mit Wasserstoffeigenfunktionen

Von GERHARD ELWERT

Aus dem Astronomischen Institut der Universitat Tiibingen
(Z. Naturforschg. 10a, 361—365 [1955]; eingegangen am 3. September 1953)

Die Matrixelemente des Retardierungsfaktors ™ ":™
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werden mit Wasserstoffeigenfunktionen in parabolischen Koordinaten fiir beliebige
Werte der Quantenzahlen des Ausgangszustandes n, ny, npm und des Endzustandes
nn, nym berechnet. Es wird eine Anwendung auf die Berechnung von Wirkungsquer-

schnitten fir StoBanregung gegeben.

Bei der Berechnung von Wirkungsquerschnit-
ten fiir StoBanregung spielte in einer fritheren
Arbeit des Verfassers! das verallgemeinerte Matrix-
element

en, (@) = [ €9 yy, y," dT (1)
eine Rolle, das wegen seiner Bedeutung fiir die
Streuung von Rontgenstrahlen auch als Atom-
formfaktor bezeichnet wird. v, und vy, sind die
Wellenfunktionen des Atomelektrons im Anfangs-
und Endzustand; dabei stehen n, und n symbo-
lisch fiir die Gesamtheit der Quantenzahlen in die-
sen Zustinden. Im Limes ¢—0 ist aus &, das ge-
wohnliche Matrixelement der z-Koordinate zu ent-
nehmen. Das Absolutquadrat von (1) fithrt auf
generalisierte Ubergangswahrscheinlichkeiten. En,
soll im folgenden mit Wasserstoffeigenfunktionen
in parabolischen Koordinaten § =r+x, n=r—z, ¢
allgemein berechnet werden. Bei ihrer Verwendung
kann (1) in Produkte von Integralen iiber die
Koordinaten &, 7, ¢ zerspalten werden. In dem von
Bethe?streng gelosten Fall des Ubergangs aus der
K-Schale wurden ebenfalls parabolische Koordi-
naten benutzt. Wiahrend jedoch Bethe die Inte-
gration mit Hilfe der erzeugenden Funktion der
Laguerreschen Polynome durchfiihrte, sollen die
im allgemeinen Fall auftretenden komplizierteren
Ausdriicke mit Hilfe der Laplace-Transformation
berechnet werden.
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I. Berechnung des Matrixelements ¢

Die Eigenfunktion eines diskreten Zustands mit
der Hauptquantenzahl n, den parabolischen Quan-

1 G. Elwert, Z. Naturforschg. 9a, 637 [1954], im
folgenden als B zitiert.

2 H. Bethe, Ann. Phys., Lpz. (5) 5, 325 [1930].

3 H. Bethe, Quantenmechanik der Ein- und Zwei-

tenzahlen n,, 7, und der Winkelquantenzahl m ist
in parabolischen Koordinaten3

Yoan,n,m = N, n,ngme_aln.(:+7]/2) (& n)m (2)
aé an :
Lgﬁf)—m (T) Lirrnnﬁzm (T) gHonE,

Hierin ist zur Abkiirzung ahnlich wie bei Bethe
Z
6=— (3)

a,

gesetzt. Z ist die Kernladung, a, der Bohrsche
Wasserstoffradius, die L{}, sind zugeordnete La-
guerresche Polynome. Wie in der Wellenmechanik
iiblich, sind sie definiert durch
X a4 ditk .
L) = g e ggre @ *Fe®). @)

Zwischen den Quantenzahlen besteht die Be-
ziehung
n=n+n+m+1 (nn,n,mz=0). (5)
Der Normierungsfaktor lautet:
1 n, 1% ny1% (%)"H'a/2

Nonnym = Van (m+m)h (ng + m)th * (©)

Bei der Integration iiber ¢ verschwinden alle Inte-
grale, fiir die die Winkelquantenzahlen in beiden
Zustéinden nicht gleich sind, entsprechend. der be-
kannten Auswahlregel fiir diese Quantenzahl.
Wenn man noch zur Abkiirzung

a 23

yzzo—’ 0=— (7)

n

einfiihrt, erhilt man fiir das Matrixelement

elektronensysteme in: H. Geiger und K. Scheel,
Handbuch der Physik XXIV, 1, Springer Berlin 1933.
A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien II,
Vieweg 1939.
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JAmm A v kd ) und durch Anwendung des Differentiationssatzes
Moy Mo = Vgt gy 0 2V 2y 1, m im Oberbereich sowie des Verschiebungssatzes im
. }o j‘o (& ;)™ ll2-E—n—+ D)2 (SHu) Unterbereich leicht kontrolliert, ist
00 : (p—1)i+k
. L{LY. P+ i+ H—ag— 13
L (78 K 1) L, 08 Ly & L2 @) = L -

&+ n)d&dy.

Indem man das Doppelintegral in Einzelintegrale
zerlegt, kann man schreiben

14

= Zvn.,ﬂmnogmNn nmym Y (9)
(m+1 * +1)*
Il e, Tl S 1
Hierin bedeutet
J;':',*;T’ (10)
1 s /_;5 P \ -
. “:m+r 1% (iq ¢ g n, (7 E) L n, (08)dE.

Jntn ist entsprechend definiert; r nimmt die
Werte 0 und 1 an. Das Integral (10) kann mit den
Mitteln der Laplace-Transformation berechnet
werden. Die Bedeutung dieses Kalkiils fiir die
Wellenmechanik haben neuerdings Kallmann
und Pésler? in verschiedenen Arbeiten hervor-
gehoben. Zum Beispiel haben diese Autoren das
elektrische Moment

(e ¢]
OfRﬂolo R, rkdr (11)

fiir eine beliebige Potenz k exakt berechnet. Da-
bei sind die R, die radialen Bestandteile der Wel-
lenfunktion, wie sie bei Separation der Schroédin-
ger-Gleichung in Kugelkoordinaten auftreten. Das
Integral (10) ist nun &hnlich aufgebaut wie das
Integral (11). Infolgedessen sind bei seiner Be-
rechnung dieselben Schritte notwendig, ndmlich
die Anwendung des Differentiationssatzes, des Ver-
schiebungssatzes und des Faltungssatzes. Bezeich-
net man den Integranden von (10) mit F (&), so er-
gibt sich das Integral aus der Laplace-Transfor-
mierten

[>e)
L{F@&}=[F(&) e?tds (12)
0
fiir p—0.
Wie man ausgehend von
o et ra+i+k)
etre =T rrrre

4 H. Kallmann u. M. Pisler in verschiedenen Ar-
beiten in Ann. Phys. und Z. Phys., insbesondere Z.
Phys. 128, 347 [1950].

Das gesuchte Integral (10) schreibt man zweck-
méifligerweise in der Form

— [F,F,FyF,d¢&

Fl = Em+ r’ F., = (,l/z(iq—;'—b)f

(m+7r) _
J"m ny

(14)
mit (14’
Fy = L3 o, (&), Fo=LiM , (86).

Durch Anwendung des Faltungssatzes ergibt sich

_ (mAmn)t(mAng)! 1
Q{Fa F,) = (y o)m 2ni
=yt (p—g—gpta
é e . T a2,

wobei der im positiven Sinn durchlaufene Integra-
tionsweg die Singularitit bei z=0 umschlieBt. Mit
Hilfe des Cauchyschen Satzes findet man '

(m A+ n)! (m+ ny,)! d
8 (F3 'F4) - (7’1(5)7" 'nnx! = d C”‘" w] (C) §=0
mit ‘ (15)
yy (0) = =yt ™y, (0),
(p—C(—=0)mtm (15%)
1w, (§) = ER e .
Die Produktregel der Differentiation liefert
d”er y,
dlma | =0
. Z ”01 nm + m) (__ )n“+m_7 dra—7 y,
(ngy + m —7j)! f dlra—i |¢=o0”

Der Differentiationssatz im Unterbereich ergibt:
(m—+ ny)! [(m + nyy)!?

Q(F,-Fy-Fy) = 7o) (16)
o1 (— yp)rortm—j dnortmtr—iy,
ST (gD (Mg T — )T TRt | 5

=
wenn man an Stelle der Differentiation nach p die
Ableitung nach { einfithrt. Fiir den m-fachen
Differentialquotienten von y, kann ein geschlos-
sener Ausdruck angegeben werden. Man 'findet
leicht:

dm™ y, ny+m)! (— o)™ _ ; : :
d;fnz _ (n, + ,n)l!( ) o (17)
(p—C—0)m
(p—C)ymtm+tl *

mit y, =

Damit wird
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1
L(F, Fy-Fy) =[(ny+m)! (g, + m)!]zn_l! (18)
. Ul (—y)"m—j dratr—i @2
j=0‘j! (Mg, — ) (mgy + m —73)!  dlratr—i |t

Schliefllich erhédlt man die Laplace-Transformierte
des gesamten Integranden von (10), indem man
nach dem Verschiebungssatz im Unterbereich p
durch p—} — (ig—y—0) ersetzt. Es ergibt sich
also hiefiir wieder der obige Ausdruck (18), wobei
nur an Stelle von ,

1 ) n

[p—ster 1"

1 ., 7+ +n,+1
p—5ig+ —C)m 0

o

(19)

tritt. Um das Integral (10) zu erhalten, hat man
sowohl p als auch nach Erledigung der Differentia-
tion { gleich Null zu setzen. Dies kann sofort aus-
gefiihrt werden, indem man statt nach ¢ etwa nach
y/2 differenziert. Dann wird das gesuchte Integral

Mo

Tt = (1) [(y 4 m) | (mgy - om) 12 L gsm s
.

S @y

oL
.;{) 7!t (ngy —9)! (mgy + m —7)!

dnatr—i ypy,
d yretr—j

(20)

mit
(—igt+y—om
(=tg+yp+ dpprimtl -

P, = (20)
Damit laBt sich nun nach (8) die allgemeine For-
mel fiir den Atomformfaktor angeben. Setzt man
die Normierungsfaktoren (6) ein und beachtet die
Beziehung zwischen den Quantenzahlen (5) so-
wie (7), so erhilt man

a2+mnetm

gnnynem A
n01+n,, n2tm

—-_ No+m+1
"nnu”nzm__z *

(21)

(ngy + m) 172 (ny + m)1% (ngy + m)1% (ny + m) 1%
s 0 D
Ny 172 ny 1 %2 gy Y2 my 1 %2

mit den Abkiirzungen

* *
D = Dyl D, + Dula, D" (21)
Dimtn Af ! (29)7 rit i
T (g o+ — ) gy — )1 Ay e Ynis
(217)

D{mn ist entsprechend definiert. Hierin kann
D noch einfacher als Differentialquotient eines
Produktes geschrieben werden. Es gilt

d

.. (m)
- dy (D"OI n,

)*
ooy 1)+

(22)
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I1. Berechnung von Wirkungsquerschnitten
1. Ubergang aus der K-Schale

Als Beispiel und zur Kontrolle sei zunéichst der
Bethesche Fall des Ubergangs von der K-Schale
aus betrachtet. Dann ist n,=1 und nach (5) ny =
ng,=m=0. Mit den Abkiirzungen

Nn=—ig+y—06, p=—ig+y+4 (23)
wird somit

i

Do — " oy
pplt s

Oy = "y 14m, > T 0m,

(24)

Durch logarithmische Differentiation ergibt sich
dann sofort nach (22):

d
_ _— nloy (0)*
D=5 DD

On,
oM Y™ [ﬂ 1+mn, Ny 1+m, ]
Yoy, ™l | 72 ¥ St '
Umformung der Klammer fiihrt auf
Ny g *Ny
D—— Ya*r¥y (25)

- P
Pola Yy 1+n,
n!l

4474 [-%—i(nl—nz)]

[+ ][ + mmar]

Setzt man diesen Ausdruck in (8) ein, so ergibt sich
fiir das Absolutquadrat des Matrixelements

2
nn, 1,012 _ 98,6 L
leTo00 " 12 = 2°n (a)

(26)
s 6 [(qn)2 - )2]
. R n—n,
[t ves ()T L e Y
in Ubereinstimmung mit Bethe. Die Formel B

(30) folgt nach Summation iiber die Quantenzah-
len n, n,.

2. Ubergang aus der L-Schale

Beim Ubergang von der L-Schale in héhere Ni-
veaus n werde der Fall m=1 betrachtet. Es ist
dann nach (5)

Ny =Nge=0, n,+ny=n—2 (27)
und nach (21”)
n M~ n
1 _ Yt ny Y
oY = D =SEr. @8
Hiermit erhalt man nach (22)
I 2y 4 Y (ﬂ_2+m ny _2+n2)
y2tmp2tn |y, 72 7™ 7e*

(29)
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oder nach Umformung unter Verwendung von (7)

D—_ My 2°n3q
T T2ty N, g2
2ngq 5
x v (ny —mn,)

. : . (29)
[on+-20m4 (S5 ] [en 20+ (32)7]

Fiir das Absolutquadrat des Atomformfaktors er-

hilt man schliefilich nach (21) die Formel:

(30)

e e i [(2"q)2+(n1—n2)2].

[+ 2 Gy e LU

Um die gesamte- Ubergangswahrscheinlichkeit in
die n-te Schale zu erhalten, ist dieser Ausdruck
noch iiber die Quantenzahlen n, bzw. », zu sum-
mieren. Mit Hilfe der Reihen X" fiir n=1,2,3, 4
ergibt sich:

5 )2
eggart =200 (L (14 ) (1 4y

n—2
nl 2 2 [8""‘"91[2

| [(n—2p s (Z52)]"
oo G

-[5(2 q) +n~—4]. 31)

Aus diesem Ausdruck mull nun das Absolutqua-
drat |21 |2 des gewdhnlichen Matrixelements der
x- Koordmate im Limes ¢—0 zu entnehmen sein,
wie es mit Eigenfunktionen in Kugelkoordinaten
berechnet wurde. An Stelle der parabolischen
Quantenzahlen tritt dann bekanntlich die azimu-
tale Quantenzahl /. Unter Beachtung der bekann-
ten Auswahlregel fiir / ist dann

|25 [P = | 2hor [P+ |8 P+ [a3n P (32)
Es gilt nun?
'"’ll°+1'm~ (I + 1)2 —m? n’ll°+1'
Rgibo T, o 20,4+ 3) (2L + 1) ™Mb
( ) (20, + 1) (32')

nl—l m_ lz_mz nI..—l
nolo l/(zl )R"nn

Hierin sind die Funktlonen R die Integrale (11) fiir

k=3. Im Falle m=1 ist nur das mittlere Glied in

(32) von O verschieden. Mit3

2199 (n2— 1) (n — 2)2n—1
3(n+ 2)2n+7

(B = (327)
und (32’) ergibt sich

g1t (.
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Im Limes ¢—0 mul} somit die Beziehung

q 2
i = ()" =

bestehen, die aus (31) sofort zu entnehmen ist.

Um zu der Anregungsfunktion @ zu kommen,
ist endlich noch die Integration iiber ¢ auszufiih-
ren. Es ist nach B, GI. (28):

(33)

g max
8n dgq
o= | Ly
¢ min
K ist die Wellenzahl des stoBenden Elektrons der

Energie E; die Integrationsgrenzen sind gegeben
durch die Formeln B, GIn. (31, 32):

(34)

dan) ]/2’" VEFVE+ En—E,). (35)

Zwar ist das Integral (34) allgemein lésbar, doch
sei hier nur der in B interessierende Fall des Uber-
gangs in die nachst hohere Schale (n=3) betrach-
tet. Es entsteht dann

(g/2)?

[1+ (6g/54)% °
Fiir den wie in B definierten reduzierten Wirkungs-
querschnitt @31 .4 ergibt sich nach Ausfiihrung der
Integration und leichter Umformung

D%

7 ay® (xulye)*
Hierin bedeutet y, die Iomsationsenergie beim
Elektroneniibergang aus der L-Schale, yg die ge-
wohnliche Ionisationsenergie des Wasserstoffs und
U das Verhiltnis der Elektronenenergie K zu y,.
Ferner ist

6 2 6 qmin \2
arg=r (1 () (0 (P22,

(37")

| et 2= | a3 |°

(36)

(])g% red — l AFBI- (37)

wobei die Funktion

6
1 1
Fy (x)=1In - -+ Z = (37"")
=1
mit der beim Elektroneniibergang aus der K-
Schale auftretenden Betheschen Funktion B,

Gl. (36) verwandt ist. Nach B, Gl. (26) ist in (35)
AE=E,—E, =%,

Ersetzt man andrerseits | 31 |2 im Integranden
von (34) entsprechend der in B verwendeten Ent-
wicklung der Exponentialfunktion in (1) nach ¢
durch (33), so erhilt man fiir den reduzierten Wir-
kungsquerschnitt die Naherung



